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Zusammenfassung

graphisch dargestellt.

Das Modell einer linearen Kette von Atomen mit alternierenden Kraftkonstanten ist ein einfaches Modell,
welches unter anderem in der Festkorperphysik eingesetzt wird. Im Folgenden wird fiir dieses Problem die
Bewegungsgleichung aufgestellt und mit einem Ansatz fiir die Auslenkung gelost. Anschlielend werden
die Frequenzen des optischen und des akustischen Zweiges an zwei Punkten bestimmt und die Losung

Sei eine lineare Kette von Atomen mit der Masse m
betrachtet. Zwischen den Atomen dieser Kette soll
eine Wechselwirkung bestehen, die sich durch zwei
alternierende Kraftkonstante ¢; und ¢, beschreiben
lasst, wie dies in Abbildung 1 dargestellt ist.
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Abbildung 1: Lineare Kette von Atomen mit alter-
nierenden Kraftkonstanten

Unter der Annahme, dass nur Wechselwirkungen
zwischen nichsten Nachbarn auftreten, erhilt man
fiir die Bewegungsgleichungen

d2u

M = a0s = us) + ca(05-1 — us)
d?v

mﬁ = ¢1(us — 0s) + C2(ths41 — Us)

wobei denjenigen Atomen, die auf ihrer rechten
Seite eine "Feder’ mit Kraftkonstante c; spiiren, mit
der Geschwindigkeit #; und diejenigen, die auf ih-
rer rechten Seite eine ‘Feder’ mit Kraftkonstante ¢,
spiiren, mit der Geschwindigkeit v; gekennzeich-
net sind.

Mit dem Losungsansatz

us(t) = uo expli(sqa — wt)}

und

vu(t) = v expli(sqa - wh)}

fiir die Auslenkung erhilt man als Bewegungsglei-
chungen:

_meMOel(squ—wt) = (UO _ uo)ez(sqa—(ut)

+ Cz(voe—iqa _ uo)ei(sqa—mt)

_mwzvoel(squ—mt) = (uO _ vo)el(sqa—mt)

+ cz(uoeiq“ _ z)O)ei(sqzz—mt)

Kiirzen und umstellen liefert das lineare Glei-
chungssystem
iga

c1(vo — to) + c2(voe™ — 1g) + maw*ug = 0

(g — vo) + c2(1pe™ — vg) + mw?vy = 0

welches eine nicht-triviale Losung besitzt, wenn
die Bedingung

(c1+ ) —mw?  —(c1+ )|

iga 2 0
—(c1 + c2e"7)

(c1 + ¢2) — mw
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erfiillt ist. Dies liefert
[(c1 + c2) — maw*T?
= (1 + 027" (c1 + c2€")
= c% + 010281 + ¢y 0o +c§
—_——
=2c1cc05(qa)

2, 2
= ¢y +¢5 + 2c102 — 2c100 + 2c1€5 cos(ga)

= (c1 + ¢2)* — 2c102 (1 — cos(qa))
N—————
=2sin?(qa/2)

=(c1 + &) — 4cicn sin? (%)
und da
2]2

[(c1 + 02) = ma?* = [mw* — (c1 + )P

gilt, erhdlt man als Losung

+ 1 a
=272, \/(c1 + )% — 4cycp sin? (q—)
m m 2

Zunichst sollen nun die Frequenzen des opti-
schen und des akustischen Zweiges bei g = 0
bestimmt werden. Hierfiir wird 4 — 0 betrach-
tet und die Kleinwinkelnhdherung (sin(x) = x fiir
x < 1) verwendet. Weiterhin kann die Wurzel tiber
V1 -x =1 - {x entwickelt werden. Man erhilt

\/ (c1 + 2)% — 4cycy sin(ga/2)

22
a6
~ (c1 +c2) 1—q——2
2 (C1 + Cz)
und somit:
2.2
a)2=261 +C2_q€l C1C2
+ m 2m ¢ + ¢y
22
2 gam ci10
W= —
2m c1 + ¢

Fiir ¢ — 0 erhélt man insgesamt:

w, = 28t
m

w- = La =0 (akustischer Zweig)

T\ 2m(cr + ) 1= &

>0 (optischer Zweig)

Fiir g = t/a ist sin?(qa/2) = 1. Damit folgt:

c1+C 1
a)2 = — =+ — V(Cl + C2)2 —4cqcp
m m
=C1—C2
c1+c c1—¢
_ata a-o
m m
und somit
2C1 . .
wy = y/— >0 (optischer Zweig)
m
2C2

w- = 4/— >0 (akustischer Zweig)

m

Der Verlauf der Frequenz w(g) fiir den optischen
und akustischen Zweig ist in der nachfolgenden
Abbildung dargestellt.
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Abbildung 2: Verlauf von w(q) flr den optischen
und akustischen Zweig bei einer linearen Atomket-

te mit alternierenden Kraftkonstanten. Bei dieser
Darstellung wurde c¢; > ¢, angenommen.
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