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Komplexe Zahlen

1. Die imagindre Einheit ;

Da eine Zahl, mit sich selbst multipliziert, niemals (—1) ergeben kann, hat
man die die Beziechung dieser Operation

?=-1 |i=V-]
geschrieben und nennt i die imaginire Einheit. So findet man als Losung der
quadratischen Gleichung
> —6x+10 = 0
T2 = 3+ \/9—10
T12 = 3+
Man kann leicht zeigen, daf3 1 = 3 + ¢ und z», = 3 — ¢ Losungen obiger Glei-
chungen sind:
1. 3+9)2—=6-(3+4)+10=0
9+46i +4>— 18 —6i+ 10 =0
(6¢) und (—6:¢) erganzen sich zu 0 und far * kann —1 gesetzt werden;
9-1-18410=19-19=0
2. (3—9)?=6-(3—i)+10=0
9—6i+i*—18+6i+10=0
9-1-18410=19-19=0
Man nennt jede Zahl als Summe aus einer reellen ¢ und einer imaginaren i-b

eine komplexe Zahl (2).
Z=a+b-i

2. Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Zwei komplexe Zahlen werden addiert (subtrahiert), indem ihre Realteile ad-
diert (subtrahiert) und getrennt hiervon ihre Imaginarteile addiert (subtra-
hiert) werden:

Zy = 443 Zy = =241 = L = I1+4y = 244
Zl = a1+b1i ZQ = CL2+b2i = 7 = Zl+22 = a1+a2+(b1—i—bg)i

3. Multiplikation komplexer Zahlen

Man verwendet die Regel zur Multiplikation zweier Summen:

Z,=3—i Zy=-2+43i = Z = Z1-Zy=(3—1) (—2+ 3i)
Z = —6—3i>+2i+9i
Z = —6-3-(=1)+1L
Z = —3+11i

Zl =a; + bll ZQ = a9 + bQZ = Z = Zl . ZQ = a1a9 — blbg + (albg + agbl)i
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Wenn zwei komplexe Zahlen sich nur durch das Vorzeichen des Imaginarteils
unterscheiden, ist das Ergebnis eine reelle Zahl:

(4+30)(4—3i) = 16-92 = 25
(—2+4i)(-2—i) = 4+1 = 5
(a + bi) (@ — bi) = a® — b*

Man nennt zwei sich derart unterschiedende komplexe Zahlen zueinander
konjugiert komplexe Zahlen.

4. Division komplexer Zahlen

Mit Z; = a; + byt und Zs = ay + byt erhalt man:

7 - é B a, + bll B (a1 + bll) (a,g — bgl)
ZQ as + bgl (CLQ + bQZ) (CLQ — ng)

Man erweitert also den Bruch mit dem konjugiert komplexen Nenner und
erhalt:

a1 — b1b2 + (Cllbg — CLle)i

7 =
a3 — b3
7 ayaz — biby a1by — aghy
- 2 2 2 2
as — b3 as — b3

5. Potenzen imagindrer und komplexer Zahlen

Spezielle Potenzen sind:

2 = -1 # = —i (144 = 2
it =1 o= (14i)* = —4
= -1 i = —i  (1+4d)% = —8i
i® 1 @ =i (14i)°® = 16

Man erkennt, das reine reelle und reine imaginare Loésungen moglich sind.
Man kann also beim Rechnen mit komplexen Zahlen durchaus in den uns
anschaulich zuganglichen Raum der reellen Zahlen »zuriickkehren«, was den
Umgang mit den komplexen Zahlen etwas freundlicher gestaltet.

6. Wurzeln komplexer Zahlen

Solange man im Bereich der reellen Zahlen bleibt, sind nur bestimmte Wur-
zeln moglich:

V8 =2 Vi = +2 =27 = -3
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Bestenfalls existieren Doppellésungen. Die Losungen im Bereich der kom-
plexen Zahlen bieten dagegen ein vo6llig anderes Bild. Vor allem wird der Lo-
sungsraum erweitert.

1 1
Z/m) — |Z\(1/”) [COS (oz) + sin (aﬂ
n

n

Da namlich

existieren immer n Lésungen, auch z. B. im Fall v/8, da
= 8(cos0°+isin0°)

= 8(cos360° + i sin 360°)

= 8(cos720° +isin 720°) und somit

2 (cos 120° + isin 120°) = —1 4 iv/3 und
2 (cos 240° + 7 sin 240°) = —1 — iv/3.

0] 00] 01 oo o 0o
|

7. Multiplikation einer komplexen Zahl mit ihrer kon-
jugiert komplexen

Sei Z die Komplexe, Z* die konjugiert komplexe, so ist
Z-Z*=r?
In der Schreibweise mit Polarkoordinaten ware
Z =r(cosa+isina) und Z* = r[cos (—a) + isin (—a)]

und somit
Z - 7Z* =r*[cos (o — a) +isin (a — a)] = 7

8. Die Gauf’sche Zahlenebene

Komplexe Zahlen und ihre Operationen sind anschaulich darstellbar in ei-
nem Koordinatensystem mit reell belegter x-Achse und imaginar skalierter
y-Achse.
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iy
W) 3
2 —
Die Punkte P 53,4 sind
die Ort der Komplexen
1 o Zahlen.
Zy = 3+
! w ! ! w X 7. — —943i
-3 -2 -1 1 2 3 2 -
17 °n Zi = 2—i
® P; -2
-3

Die Addition zweier Zahlen ergibt ein einfaches geometrisches Bild, wie das
Beispiel 7, + Z, zeigt. Zeichnet man Pfeile vom Ursprung zu den Zahlen 7,
und Z; gehoérenden Punkten, so spannen diese ein Parallelogramm mit ei-
ner solchen, vom Ursprung ausgehenden Diagonalen auf, die zum Punkt der
Zahlen fiihrt, die die Summe darstellt:

1+ Zy=3-24+1+2i =1+ 3.

iy
A
44
3*/.]31—&-
}’0//////j;i
1 P
w w w w w w X
-3 -2 -1 0 1 2 3

Die Negation einer Zahl erhalt man durch Multiplikation mit (—1).
Z=a+b;, —Z=-—a—0b

In der Gaufi’schen Zahlenebene erhalt man zwei gleich lange, in entgegenge-
setzter Richtung weisende Pfeile. Da diese beiden Pfeile kein Parallelogramm
mehr aufspannen, existiert keine Diagonale mehr, d. h. die Summe ist Null:

Zl—|—22221+(—Z1):0
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9. Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Eine komplexe Zahl, als Punkt in der Gauf3’schen Zahlenebene dargestellt,
hat vom Ursprung den Abstand

r=va?+b bei Z=a+bi

Man nennt r den Betrag der Zahl Z: r = |Z|. Der Winkel ¢, der die Richtung
zum Punkt fir Z angibt, ist

b
tanp = — ;  sing = bva®+ b?
a

¥

Damit kann man
Z =1 (cosp + isiny)

schreiben, da

a = rcosyund
b = rsiny ist.

Diese neue Schreibweise hat den Vorteil, daf$ man sofort die Lage des zugeho-
rigen Punktes in der Gauf’schen Zahlenebene ersehen kann. In der Kompo-
nentenschreibweise kann man immerhin anhand der Vorzeichen von Realteil
und Imaginarteil den Quadranten erschliefSen (1. Quadrant: 0° - 90°, 2. Qua-
drant: 90° — 180°, 3. Quadrant: 180° — 270°, 4. Quadrant: 270° — 360°).

a >0 <0 <0 >0
b >0 >0 <0 <0
1.Q. 2.Q. 3.Q. 4.Q.

10. Algebraische Darstellung der Multiplikation inder
GauB’schen Ebene

Mit den Zahlen Z; = 7 (cosp; + ising;) und Zy = ry (cos g + isin po) wird das
Produkt

Z = 1179 (COS 1 €OS (g — SN 1 8IN (g + SiN 1 COS P1 + €OS P1 + singy) .
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Aus der Trigonometrie sind aber die goniometrischen Formeln

sin (aw+ ) = sinacos 4 cosasin f und
cos(a+ ) = cosacosf + sinasin bekannt, so daf

Z = 2122 =T1T2 [COS (Oé + ﬁ) + ¢ sin (Oz + 6)] .

Man erhalt also das Produkt, indem die Abstande miteinander multipliziert
und die Richtungen, bezogen auf die x-Achse, addiert werden. Durch Um-
kehrschluf3 kommt man leicht zur Division:

Zy T

Z=— = —]cos(a+p)+isin(a+ )]
Zy T2
und zum Kehrwert:
1 1
7 = = [cos (—a) + isin (—a)]
1 1[(:OS()z—z'sirloz]
Z r
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