A13 - Elastizitat

Physikpraktikum
Tobias Krahling 01.04.2007
eMail: <Tobias.Kraehling@SemiByte.de> Version: 1.1

Homepage: <www.SemiByte.de>

Stichworte:  Elastizitditsmodul, Schubmodul, Torsionsmodul, Kompressionsmodul, Poissonzahl
Literatur: [Beu96], [Dem06], [GKV86], [Kuc94], [Lin93], [Tip98], [Mey06]

1. Aufgabenstellung

1. Bestimmung des Elastizititsmodules aus der Durchbiegung eines Balkens.
2. Bestimmung des Schubmoduls aus der Verdrillung eines Stabes.

3. Bestimmung von Schub- und Elastizititsmodul mit Hilfe des Searleschen Apparates.

2. Grundlagen

Elastizitat beschreibt eine Korpereigenschaft, wo nach Einfluf3 einer dufieren Kraft, die Form-
und Volumenédnderungen an dem Korper hervorrufen, diese wieder zuriickgehen (reversibel).
Ist die Deformation nach Ende der verursachenden Kraft nicht reversibel, so spricht man von
Plastizitat.

Wird ein stabformiger Korper einer Zug- oder Druckkraft ausgesetzt, so tritt eine Langenan-
derung Al auf. Diese Anderung hidngt sowohl von den Abmessungen, der Kraft als auch vom
Korpermaterial ab. Die Dehnung € ist definiert als relative Langendnderung

€= Al (1)
l
und nach dem Hook’schen Gesetz gilt
F Al
= 2
1=E7 (2)

F
0= 3)
folgt:
o =Ee 4)

Somit ist das Elastizititsmodul das Verhiltnis der erforderlichen Spannung zur erzielten
relativen Langendnderung. Das Hook’sche Gesetz gilt dabei nur innerhalb des Proportiona-
litatsbereiches (Elastizitdtsbereich). Bei Druckkraften ist die Langendnderung Al negativ. Au-
Ber der Verldngerung verursacht eine mechanische Spannung einer Querkontraktion (Bsp.:
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Gummiband, wird dies auseinandergezogen, so verkleinert sich der Querschnitt). Mit d als

Querabmessung und ¢, = %d sowie der Poisson-Zahl y gilt:

€ = —U€ (5)

Durch die Poisson-Zahl wird das Verhiltnis von relativer Querdnderung zu relativer Lan-
geninderung angegeben und ist ebenfalls wie E eine Materialkonstante. Beide Anderungen
haben eine Volumeninderung AV zur Folge, fiir einen Stab mit quadratischem Querschnitt 42

erhilt man
AV = (I + A)(d + Ad)* — d?l (6)

und nach Vernachldssigung kleiner Grofsen hoherer Ordnung erhélt man fiir die relative
Volumendnderung

AV d*Al 2dINd Al Ad

— = — =—+2—=€(1-2 7

72 I TR B B e @)
Die Poisson-Zahl ist also auf den Bereich 0 < p < 0,5 bestrankt, da eine Zugspannung keine
Volumenabnahme verursachen kann.

Wirkt auf einen Korper ein allseitiger Druck p = —0, so ist die relative Volumenédnderung
dreimal so grofs, wie sie sich aus 7 ergibt. Zusammen mit 4 ergibt sich

AV o Ap

~ =% -2u)=35(1-2p)=-3-(1-2p) 8)
Das Kompressionsmodul K wird dann als das Verhaltnis der erforderlichen Druckdnderung
Ap zur erzielten relativen Volumendnderung AV/V definiert:

ApV E

K=—Av 30—

©)

Die Kompressibilitdt, die vorwiegend bei Fliissigkeiten verwendet wird, ist der Kehrwert des
Kompressionsmoduls.

Wirkt eine Kraft parallel zu zwei gegeniiberliegenden Flachen eines Korpers, so findet eine
Verschiebung der beiden Flachen statt. Nach dem Hook’schen Gesetz (4 gilt mit T = Schub-
spannung, ¥ = Scherung (tany = a/d) und G = Torsionsmodul:

— =G- ; T= G')/ (10)

Das Torsionsmodul 1483t sich auch tiber

E
G‘za+m

(11)

ausdriicken (G muf$ daher im Intervall % <G< % liegen).

Bei der Torsion werden — im Gegensatz zur Scherung, wo die einzelnen Schichten eines Kor-
pers parallel verschoben werden — die Schichten gegeneinander verdreht. Ein Ende eines
zylindrischen Stabes wird unter dem Einfluf eines Drehmomentes gegen das andere Ende
verdrillt. Mit ¢ = Drillwinkel, R = Radius des Zylinderquerschnittsfliche und M = Drehmo-
ment gilt dann

2L
= M 12
und mit M = Fr = mgr sowie L = 2]
_ Lrmg (13)
P = 7RG
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Gl. (12) bezieht sich dabei auf eine Torsion, wo am Ende des Drahtes das Drehmoment angreift,
Gl. (13) auf eine, wo das Drehmoment in der Mitte angreift. Mit M = Dp und T = 2t \/g kann

das Torsionsmodul aus o. g. Gleichung auch tiber die Schwingzeit bestimmt werden zu

_8nl]

G= T2R4

(14)

Fiihrt man das Biegungsmoment oder Flachentrdgheitsmoment I

% f f 22 dydz (15)

(z = Richtung der wirkenden Kraft) ein, so kann die maximale Biegung eines einseitig einge-
spannten Balkens unabhangig vom Querschnitt bestimmt werden zu

I3
= — 1
°~ 3EB 16)
Fiir einen beidseitig aufliegenden Balken mit rechteckigem Querschnitt 4 - b erhilt man
+d/2  +b/2 3 L3
1 1L mg.
= 2 = —° = ——FF =
I= f f zdydz—lzdb = 5 4Ed3bF 18 . Il 17)
z=—d/2 y=-b/2

da sich die Kraft auf beide Balkenhilften verteilt.

3. Versuchsbeschreibung

3.1 Aufgabe 1

1. Balkenabmessungen und Schneidenabstand bestimmen.

2. Balken mittig mit Massen 1kg, 2kg, 4kg, 6kg und 8kg

belasten und mit Kathetometer die Durchbiegung bestim- ﬁ

men. -
3. s(m)-Diagramm erstellen und E-Modul nach Gl. (17) be-

stimmen.

3.2 Aufgabe 2

1. Radius des Tellers und Lange/Durchmesser des eingespann- T
ten Drahtes bestimmen. Draht (| Drehteller mit
¢-Skala
2. Gewichtsstiicke anhdngen (m = 50¢g,100g, ...,500 g). /
3. Verdrillungswinkel in Abhédngigkeit der Belastung bestim-
men.
Gewichte Gewichte
4. ¢(m)-Diagramm erstellen und Torsionsmodul nach Gl. (13)
bestimmen.




A13 — Elastizitat Physikpraktikum

3.3 Aufgabe 3

1. Lange, Durchmesser und Masse des Schwingungsstabes so-
wie Lange des Drahtes bestimmen.

2. Stab AB in vertikaler Ebene schwingen lassen und Schwing- - -~
zeit fiir n = 10 bestimmen.

3. Stdbe AB und CD gegenphasig horizontal schwingen lassen
und aus 20 Schwingungen die Schwingzeit bestimmen (10 %

mal wiederholen). \y —
4. Schubmodul [Gl. (14)] und Elastizitdtsmodul aus Messung 2

bzw. 3 bestimmen (] = f—zmlg [1 + 37’315‘2]). AP P
5. Aus Gl. (11) bzw. (9) Poissonzahl und Kompressionsmodul
bestimmen.
4. MeBwerte
4.1 Aufgabe 1
Balkenbreite b =25mm Balkendicke d =8mm
Abstand der Aufliegeschneiden [ = 1000 mm
i |m/kg |s’/mm |s”’/mm |5/ mm
1 0 8,50 8,54 8,52 i: laufende Nummer
2 1 9,47 9,51 9,49 m : Belastung
3 2 10,41 10,46 10,44 s’ : Durchbiegung aufsteigend
4 4 12,32 12,34 | 12,33 s” : Durchbiegung absteigend
5 6 14,21 14,29 14,25 § : Mittlere Durchbiegung 5 = % (s’ +5”)
6 8 16,22 16,21 16,22
Tabelle 1: MeBwerte Aufgabe 1
4.2 Aufgabe 2
Durchmesser Draht dp = 2mm Durchmesser Teller dr = 99,7 mm

Drahldange L = 1003,5mm
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i |mlkg | @'/° | 9"/°| @/°
1 0 | 1295 | 130,0 | 129,75
2 50 | 136,0 | 136,0 | 136,0
3 100 | 142,0 | 142,0 | 142,0
4 150 | 148,0 | 148,0 | 148,0
5 200 | 154,0 | 154,5 | 154,25
6 250 | 160,5 | 160,5 | 160,5
7 300 | 167,0 | 167,0 | 167,0
8 350 | 173,0 | 173,0 | 173,0
9 400 | 179,0 | 179,5 | 179,25
10 450 | 185,0 | 186,0 | 185,55
11 500 | 191,5 | 191,0 | 191,25
4.3 Aufgabe 3
Durchmesser Draht: dp = 2,00 mm
Durchmesser Stab:  ds = 20,00 mm

i : laufende Nummer
m : Belastung
: Auslenkung aufsteigend
s’ : Auslenkung absteigend
5 : Mittlere Auslenkung @ = 1 (¢’ + ¢”')

Tabelle 2: MeBwerte Aufgabe 2

Lange Draht: Ip =761 mm
Lange Stab:  Is = 500 mm

m = 1,3160 kg (in [Mey06, S. 24] angegeben)

Masse des Stabes:
i tag/s | n Tag/ s
1 27,3 1 10 2,73
2 28,1 | 10 2,81
3 25,0 | 10 2,50
4 27,6 | 10 2,76
5 27,8 | 10 2,78
6 27,8 | 10 2,78
7 27,8 | 10 2,78
8 27,8 | 10 2,78
9 27,8 | 10 2,78

10 27,8 | 10 2,78

tAB

Tap

: laufende Nummer
: Schwingzeit fiir n Schwingungen (vertikale

Schwingung)

: Anzahl der Schwingungen
: Schwingzeit fiir eine Schwingung (tap/n)

Tabelle 3: MeBwerte zu Aufgabe 3, vertikale Schwingung
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i |tap/s | n | Tap/s
1 349 | 20 1,745
2 34,9 | 20 1,745
3 34,8 | 20 1,74
4 34,6 | 20 1,73
5 34,7 | 20 1,735
6 34,9 | 20 1,745
7 34,8 | 20 1,74
8 35,1 | 20 1,755
9 35,2 | 20 1,76
10 34,8 | 20 1,74

 : laufende Nummer
: Schwingzeit fiir n Schwingungen (horizontal

Schwingung)

: Anzahl der Schwingungen
: Schwingzeit fiir eine Schwingung (t/n)

Tabelle 4: MeBwerte zu Aufgabe 3, horizontale Schwingung

5. Auswertung

5.1 Aufgabe 1

16,5

K

15,0 —[

— Ausgleichsgerade 1 optimal 1
— Ausgleichsgerade 2 starkste Steigung
— Ausgleichsgerade 3 schwichste Steigung J

/|

/.

8,5¢

Abbildung 1: s(m)-Diagramm

—-6-—
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Aus dem Diagramm (Abb. 1) wurden die folgenden Werte entnommen und die Steigung a
tiber a = ;2= berechnet.

Ausgleichsgerade | m1/ kg | my/ kg | s1/ mm | s/ mm | a/ mm/kg
1 0,225 7,75 8,75 | 15,95 0,96
2 0,325 7,75 8,75 | 16,025 0,98
3 0,175 7,75 8,75 | 15,875 0,94

Tabelle 5: Ausgleichsgeraden zum s(m)-Diagramm

Mit Gl. (17) 1af3t sich nun das Elastizititsmodul E bestimmen tiber:

113 1 L3¢

T ER " 4E &b 4ba
N———
=Steigung a

= E; = 199,58 GPa =~ 200 GPa

Fehlerrechnung: Als Unsicherheiten kdnnen verwendet werden:

Ab = Ad 5:10°m (Ablesegenauigkeit Schieblehre)
AL = 5-107*m (Ablesegenauigkeit Mafsstab)
Aa

max {|ay —az|,Ja; —az|} =0,2 - 1074 m/kg

Dann erhilt man fiir den Maximalfehler des Funktionswertes nach der Gauf3’schen Fehler-
fortpflanzung:

JoE JE JE JE
1L3g[3AL'+‘3Ad ]

Il
H+

Aa
a

|5
b

4Bpa|| L d
= +8,599 GPa ~ +9 GPa

5.2 Aufgabe 2

Zunichst wird die GL. (13) hergeleitet:

Greift eine Kraft F tangential am Ende eines Drahtes (zylin- dr&} F
drisch) an und dreht sich das Ende um den Winkel ¢, so L
erfahrt die in der nebenstehenden Abbildung herausgezeich- W -

nete prismatische Sdule eine Scherung um den Winkel «, der
fur r - ¢ < I durch a = r@/I angendhert werden kann. Die
Scherspannung hierfiir ist nach Gl. (10) © = Gre/I. Da alle
Flachenelemente auf dem Kreisring mit der Flache 27tr dr um
gleiche Winkel ¢ verdreht werden, folgt:

pG

dF = 7 - 2nrdr = 21042 drT

und
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Zur Verdrillung des gesamten massiven Zylinders vom Ra-
dius R um den Winkel ¢ wird daher das Drehmoment:

G R
M:ZRT(pf rdr=
0

2

m GR*

l

benotigt. Da im vorliegenden Versuchsaufbau das Drehmo-
ment mittig vom Draht angreift, ist / = L/2 und mit M = Fr = mgr folgt Gl. (13).

= 34
- 3 7
=~ — leich d imal !
S 35 % — Aussleichsgerade Joptimal N
— Ausgleichsgerade 3 schwichste Steigung /r/:

3,2 /

3,1 //

3,0 / ‘

2,9 /

2,8 /

2,7 /

) y

25 ’

y | /

i
2,3 %
2,2
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5

m/ kg

Anmerkung: Beim Auftragen ins Diagramm ist es unerheblich, ob bei den @-Werten diese auf die Nullstellung bezogen

werden (d. h. ob ¢’ = @; — @; aufgetragen wird) oder ob die Nullpunktverschiebung der Winkelskala unberiicksichtigt bleibt.

Die hier nur benotigte Steigung bleibt davon unberiihrt.

Abbildung 2: ¢(m)-Diagramm

Im @ (m)-Diagramm (Abb. 2) wurde nun der Auslengungswinkel ¢ in Radiant in Abhidngigkeit
der Belastung m aufgetragen. Die Werte fiir die Ausgleichsgeraden sind aus dem Diagramm
entnommen, die Steigung a tiber a = (@2 — ¢1)/(my — my) bestimmt und in die nachfolgende

Tabelle aufgelistet.
Ausgleichsgerade | m1/ kg | ma/ kg | 1/ rad | @2/ rad | a/ rad/kg
1 0,015 0,475 2,3 3,285 2,14
2 0,025 0,475 2,3 3,305 2,23
3 0,010 0,475 2,3 3,275 2,10

Tabelle 6: Ausgleichsgeraden zum ¢(m)-Diagramm

-8-—
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Mit Gl. (13) 146t sich nun das Torsionsmodul (oder Schubmodul) bestimmen zu:

Lrg Lrg Lrg 8 Ldrg
= = =—= & = = —
?= TrRic " "= TRiG nRa 1 dia
\w—/
=Steigung a

G =72,99 GPa ~ 70 GPa

Fehlerrechnung: Als Unsicherheiten konnen verwendet werden:

Adr=Adp = 5-10°m (Ablesegenauigkeit Schieblehre)
AL = 5-107*m (Ablesegenauigkeit Mafistab)
Aa = max{la; —ayllay —az|} = 0,09rad/kg

Dann erhilt man fiir den Maximalfehler des Funktionswertes nach der Gaufs’schen Fehler-
fortpflanzung:

JG JG JG JG
AG = +[ I AL‘ adTAdT adDAdD = Aa]
8Ldrg H L |Adr| |, |4Adp] | |Aa ]
= + + [—
nd}a dr dp a

= +10,4 GPa ~ £10 GPa

5.3 Aufgabe 3
5.3.1 Teil a: Schubmodul des Drahtes

Fiir den Mittelwert der Schwingzeit T 4p, die Standardabweichung o4p und den Vertrauens-
bereiches des Mittelwerts AT 45 erhilt man:

_ 1 <
Tas = Z‘ Tap, = 2,7765
1=

n—1

(LT
O = (Tz- _ T) =0,0213s
i=1

= t
ATAB = %UAB = 0,0088

mit dem Korrekturfaktor ¢ fiir Vertrauensbereiches, der abhédngig von der statistischen Sicher-
heit P und der MefSwertanzahl # ist (hier t = 1,07 fiir n = 9 und P = 68,3%).

Bei der Berechnung des Mittelwertes und der Abweichungen wurde der Mefiwert i = 3
herausgenommen, da dieser offensichtlich falsch gemessen wurde und stark von den anderen
abweicht.

Das Tragheitsmoment | l4fst sich dann bestimmen tiber:
2

R
]—12ml (1+31

) 2,745 - 107> kgm?

S

Fiir die Bestimmung des Fehlers wurden die folgenden Fehlerbereiche geschitzt *:

Mit der Schieblehre wurde der Durchmesser mit Ad = +5 - 107> m bestimmt, da r = 3d = Ar = 1Ad
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Ars = £25-10°m (Ablesegenauigkeit Schieblehre)
Al; = #5-10%m  (Ablesegenauigkeit Mafistab)
Am = #£5-107*kg (Angabe in [Mey06, S. 24])

und damit der Maximalfehler nach der Gauf’schen Fehlerfortpflanzung bestimmt zu:

AJ = +[51Am‘ 8]Al gIA ]
1 ?\ 1m 1
_ 2 2 1 2
_1[12 (l +3rs)Am‘+ [6ml (1+312) 21 ]Al ‘ZmrsArs]

= 40,007 - 10> kgm?
Damit 146t sich nun das Schubmodul G nach Gl. (14) bestimmen zu:
871 ] ZD

)
TABr

G=

= 68,1 GPa ~ 68 GPa

Fir die Fehlerabschitzung wird wiederum der Maximalfehler bestimmt (mit Arp = Ar,

AG =+ [' A]' AZD %G ATAB 8—GA}’D ]
dlp 8TAB arp
= 187;]1’3 [ A]‘ + |Alip + ‘—zéTAB + ’—4”’3 ]
T25"D Tap "

= +7,42 GPa ~ 8§ GPa

5.3.2 Teil b: E-Modul, Poissonzahl und K-Modul

Fiir den Mittelwert der Schwingzeit T, die Standardabweichung o und den Vertrauensberei-
ches des Mittelwerts AT erhilt man:

T= 1 =1,744s
n :
—\2
J T - T) =0,0088 s
=1
AT 45 = ﬁa =0,003s

mit dem Korrekturfaktor f fiir Vertrauensbereiches, der abhédngig von der statistischen Sicher-
heit P und der MefSwertanzahl # ist (hier ¢ = 1,06 fiir n = 10 und P = 68,3%).

Das Elastizitdtsmodul 1463t sich nach Gl.(14) bestimmen zu:
87 ] lD
T

E= = 172,61 GPa =~ 170 GPa

und der Maximalfehler (wie bei AG im Teil a) zu:
AE = +18,4 GPa ~ 20 GPa.

Die Poissonzahl 146t sich nach GI. (11) und (14) bestimmen zu:

=2
E T
p=-—-1=-42_1-0267
2G 72

—-10 -




A13 — Elastizitat Physikpraktikum

Mittels Gaufs’scher Fehlerfortpflanzung lafst sich der Fehler fiir die Poissonzahl abschétzen
zu:

—2 2

du = V2 (ou =\ Tag = ¥ [ Tag .=
Ay=i\/( or ATAB) +(—ﬁAT) =+ T—AZBATAB +|-—22AT
IT 4B T T T

= +0,0085 = 0,009

Zuguterletzt 1af3t sich das Kompressionsmodul mittles Gl. (9) bestimmen zu:

E
K= 3(1 - 2u

= 121,60 GPa ~ 120 GPa

und der Maximalfehler zu:

oK AE

8_KA ‘ =+ ' AE + 6F A
JE au M| T Isa—2pl| |G =6z
= +19,0GPa ~ +20 GPa

+

AK:i[

6. Ergebnis

In der ersten Aufgabe konnte das Elastizititsmodul des Balkens zu E = (200 + 9)GPa =
200 GPa (1 + 4,5%) bestimmt werden. Eine Abweichung der Linearitdt konnte im Diagramm
(Abb. 1) nicht signifikant festgestellt werden, daher ist davon auszugehen, dafy die Mes-
sung noch vollstandig im Propornalitdtsbereich — also im Giiltigkeitsbereichs des Hook’schen
Gesetzes — durchgefithrt wurde (wiirde man diesen verlassen, so wiirde die Auslenkung
tiberproportional zur Belastung zunehmen).

In Aufgabe 2 konnte das Schubmodul des Drahtes zu G = (70 + 10) GPa = 70 GPa (1 +14%) be-
stimmt werden. Der grofie Fehler kommt insbesondere durch die Messung des Durchmessers
zustande, da der Fehler dabei bereits 2,5% betrdgt und durch die 4. Potenz mit dem Faktor 4
eingeht (also mit 10%). Ist der Teller nicht genau in der Drahtmitte befestigt, wiirde G zu klein
bestimmt. Der Effekt sollte, wenn die Lage des Tellers nicht grof$ von dem Mittelpunkt ab-
weicht (unter 1%) sich nicht wesentlich auswirken, insbesondere da die Durchmesserbestim-
mung den grofiten Fehler einbringt. Insgesammt kénnte sich der Fehler drastisch verringern,
wenn der Durchmesser wesentlich sicherer bestimmt werden konnte.

Bei der dritten Aufgabe konnte folgende Werte ermittelt werden:

G = (68 + 8) GPa = 68 GPa (1 + 12%) E = (170 + 20) GPa = 170 GPa (1 + 12%)
1 = 0,267 + 0,009 = 0,267 (1 + 3,4%) K = (120 + 20) GPa = 120 GPa (1 + 17%)

Auch hier erhilt man verhéltnisméafiig grofSe Fehler durch die sehr fehlerbehaftete Messung
des Drahtdurchmessers (s.0.), d.h. der Durchmesser miifste wesentlich genauer/sicherer be-
stimmt werden, damit die Werte fiir E, G und K genauer bestimmt werden konnen. Da die
beiden Schubmodule aus Aufgabe 2 und 3 d4hnlich innerhalb der Fehlergrenzen sind, kénnte es
sich hier um das gleiche Material (oder Legierung mit &hnlicher Zusammensetzung) handeln.

6.1 Anmerkung zur Fehlerrechnung

Bei der Poissonzahl u wurde das Fehlerfortpflanzungsgesetz nach Gaufs verwendet, bei allen
anderen der Maximalfehler nach dem Gaufs’schen Fehlerfortpflanzungsgesetz, da die Mehr-
zahl der Mefigrofien nicht durch MefSreihen bestimmt wurde — somit ist die Berechnung des

-11 -
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Vertrauensbereiches nicht moglich und geschitze Fehler aus den Ablesegenauigkeiten mufite
verwendet werden.

7. verwendete Gerate

[Beu96]

[DemO06]

[GKV86]

[Kuc94]
[Lin93]
[Mey06]

[Tip98]

Durchbiegevorrichtung mit Gewichten (Kathetometer As = 0,01 mm)
Verdrillungsvorrichtung mit Gewichten (A¢ = 1°)

Searlscher Apparat

Schieblehre 0 — 150 mm, Ax = 0,05 mm

Maf3stab 0 — 1000 mm, Ax = 0,5 mm

analoge Uhr (Junghans) At = % s
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